Симметрийные свойства обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка by Самодуров, А. А. & Федорако, Е. И.
88 «Шестые Богдановские чтения по обыкновенным дифференциальным уравнениям»
Теорема 2. Пусть для системы (1)
A=0.11150909852409179526939377991981439717383446807131720329101722122195864338215
2094907959680370. . . ,
B = 0.0433631386658108282376403427574027088844917426473254206795702177458574226097
7109. . . ,
C = −0.353818960276803095523051007444966523204293063771814503667861703727341511276
7161. . . ,
K = 0.118456242797347400857686524211263898652193771154096547611976638913589151194
63197. . . ,
L = B,
M = 0.057347093963843438138743941574673511370888239057977861618966691728572863843
52833. . . ,
N=−0.053870454801087099968419956786530586183723866130730442849056433220796553197
29892. . .
Тогда O(0, 0) системы (1) является фокусом седьмого порядка.
При выполнении условий теоремы 2 u = A+C является корнем алгебраического уравне-
ния 457-й степени, коэффициенты которого являются взаимно простыми целыми числами,
содержащими от 508 до 699 цифр. При этом 379 коэффициентов содержат более 600 цифр.
Теорема 3. Существуют кубические системы вида
x˙ = y + λx+Ax2 + 3Bxy + Cy2, y˙ = −x+ λy +Kx3 + 3Lx2y +Mxy2 +Ny3,
где A,B,C,K,L,M,N ∈ R, с семью предельными циклами в окрестности начала коорди-
нат.
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Известно, что дифференциальные уравнения интегрируются в квадратурах лишь в ис-
ключительных случаях. Поэтому для исследования свойств их решений применяются методы
аналитической и качественной теории, а также численные и приближенные методы. Числен-
ные и приближенные методы позволяют получить свойства конкретных решений конкрет-
ного уравнения, но, чаще всего, не позволяют судить о виде общего решения и о решениях
уравнений, структурно близких к исследуемым.
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Самым эффективным аппаратом интегрирования таких уравнений, особенно нелиней-
ных, является групповой метод. Фактически, он является единственным универсальным и
эффективным методом аналитического решения нелинейных дифференциальных уравнений.
Предметом исследования группового метода являются симметрийные свойства дифферен-
циальных уравнений, т. е. способность уравнений оставаться неизменными (инвариантными)
в результате воздействия на них преобразований координат.
В основе группового метода исследования дифференциальных уравнений лежит поня-
тие группы преобразований, зависящей от одного вещественного параметра. Каждая такая
однопараметрическая группа полностью определяется первым членом своего тейлоровского
разложения по параметру, или, другими словами, касательным векторным полем, называе-
мым также инфинитезимальным оператором группы.
Основными задачами практического группового анализа являются:
1) разработка алгоритмических методов поиска всех видов симметрии уравнений;
2) решение обратной задачи: поиск по заданному оператору дифференциальных уравне-
ний, инвариантных относительно соответствующей этому оператору группы преобразований;
3) установление общих принципов использования найденных симметрий в практических
задачах.
Для построения группы, допускаемой обыкновенным дифференциальным уравнением
второго порядка вида
F (x, y, y′, y′′) = 0 (1)
применяют метод определяющих уравнений, описанный в [1]. Инфинитезимальный оператор
группы, допускаемой уравнением (1), находят в виде
X = ξ(x, y)
∂
∂x
+ η(x, y)
∂
∂y
. (2)
При исследовании дифференциальных уравнений второго порядка на практике применяют
оператор продолженной группы преобразований, который имеет вид
X
2
= ξ
∂
∂x
+ η
∂
∂y
+ ς1
∂
∂y′
+ ς2
∂
∂y′′
Для нахождения оператора (2) на уравнение (1) действуют оператором группы продол-
женных преобразований X
2
. Полученное в результате уравнение
X
2
F |F=0 ≡ (ξFx + ηFy + ς1Fy′ + ς2Fy′′) |F=0= 0
называется определяющим уравнением для группы, допускаемой дифференциальным урав-
нением (1).
В работе [2] было проведено исследование дифференциального уравнения
y′′ + f(x)y′ +Φ(y) + F (x) = O, (3)
где y(x) — искомая функция, Φ(y) = eµy, f(x) и F (x) — функции аргумента x. В ре-
зультате была установлена связи между решением одного из уравнений вида (3) и решением
другого, структурно близкого к нему уравнения. Доказаны следующие теоремы:
Теорема 1. Если y1(x) — решение уравнения
y′′ + αy′ +Key + γ = 0,
то уравнение
y′′ + αy′ +Kµey + γ = 0
имеет семейство решений y = y1(x+ c)− lnµ, где c — произвольная постоянная.
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Теорема 2. Если y1(x) — решение уравнения
y′′ + f(x)y′ +Key + F (x) = 0,
то уравнение
y′′ + f(x)y′ +Kµey + F (x) = 0
имеет решение y = y1(x)− lnµ.
В работе [3] доказана
Теорема 3. Дифференциальное уравнение
yxx + f(x, z)yx +Φ(y, z) + F (x, z) = 0 (4)
допускает группу непрерывных по параметру преобразований тогда и только тогда, когда
одновременно выполняются соотношения
A2fz + fxA1y + fxB1 + f2A1y + fB1x + 2A
3
x − fxA1y − f2A1y −B1xx + 3A1f + 3A1Φ = 0
и
(A1y +B1)Fx +A1(Fz +Φz) + Φy(A3y +B3) + f(A3xy +B
3
x) +A
3
xxy+
+B3xx −A3(F +Φ) + 2(A1xy +B1x)(F +Φ) = 0.
При этом можно найти функции ξ1, ξ2 и η, обеспечивающие существование такого преоб-
разования переменных, относительно которого будет инвариантно дифференциальное урав-
нение (4).
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This report is dedicated to the study the problem of stability of some classes of gradient-
like system of differential equations (both autonomous and non-autonomous cases). We present
two main results. The first is a generalization of Absil & Kurdyka theorem [1] about stability
of gradient systems with analytic potential for non-gradient systems. Secondly we generalize
for some classes of gradient-like non-autonomous systems the well-known Lagrange — Dirichet
theorem (see [2]).
Let R := (−∞,+∞), R+ := [0,+∞) and Rn be the real n -dimensional Euclidean space.
Consider a system of differential equations
x˙ = f(x), (x ∈ U ⊂ Rn), (1)
